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LETTRE A LEGENDRE.

Monsieur.  La lettre que Vous avez bien voulu m'adresser en date du
25 octobre m’a causé la plns vive joie. Je compte parmi les momens les
plns heureux de ma vie celui olt jai vu mes essais mériter l'attention de
I'un des plus grands géometres de notre sidcle. Cela a porté au plus haut
degré mon zéle pour mes études. Je les cuntinuerai avec ardeur, mais si je
suis assez heurenx pour faire quelques déeouvertes, je les attribuerai & Vous
plutdt qu'a moi, car certainement je n'aurais rien fait sans avoir été guidé
par Vos lumiéres.

J accepte avec reconnaissince l'exemplaive de Votre traitd des fonctions
elliptiques que Vous voulez bien m’offrir.

Je m’empresserai de Vous donner les éclaircissemens que Vous m'avez
fait Vhomnenr de me demander. Lorsque je dis que le nombre de transfor-
mations différentes, correspondantes & un nombre premier », est 6(n-- 1),
jentends par cela qu'on peut trouver 6(n 1) valews différentes pour le
module ¢’, en supposant I'équation différentielle

dy N du ,
VL= (T =) V=) (1 —e*a%)
et en mettant pour y une fonction rationnelle de la forme:

y— -A_()+AQ-L'+.A3.L”+-.._*_A".,L.n )
J= By-+ B‘.n+Bs;cz+ ...+B"J‘.n
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Cest en effet ce qui a lieu; mais parmi les valeurs de ¢’ il y en awra n+1
qui répondent & la forme suivante de y:

y— Aia+ Asab - Aga®+ .- 4 Ay )
y= 14+ Bya?4 Byat4 o+ By an?

Ce sont ces »—+1 modules dont parle M. Jacobe. Ils sont en effet racines
d’'une méme équation du degré n—+ 1. Ces n-{-1 valeurs étant supposées
connues, il est facile d'avoir les 5(n--1) autres.

En effet, en désignant par ¢’ un quelconque des modules, on aura en-
core ceux-ci:

1 (l—v'f)‘z’ <1+V?)’, (1—1/?&)’, (1+V?')2’
< 14+ve 1—v¢ 1+v—¢ 1—vV—¢

auxquelles répondent les valeurs suivantes de y:

Y, L4V 12y Ve 1YY 12y Ve  1+V—=d liyV—o

1—Ve lzy¥e 14V lxyve 1—V-—d 1xyvV—¢

1—vV—=¢ Clzy V—¢

14+V=¢ 1zyv—¢

ce qu'il est facile de vérifier, en faisant la substitution dans Déquation diffé-
rentielle.

Toutes les 6(n—-1) valeurs du module ¢’ sont différentes entre elles,
excepté pour quelques valeurs particulidres de ¢. Dans ce qui précéde, n est
supposé impair et plus grand que Punitd.  Si n est égal A deux, ¢’ aura
encore 6(n—-1)=18 valeurs différentes. De ces 18 valeurs il y aura six
qui répondent & une valeur de y de la forme:

_a+tbe* |
Y= @ Fba!?

ki

ce sont:

, _lxe 1xVIC )
IF¢ 13vVi—et cive—1

Il y en aura quatre qui répondent & une valeur de y de la forme y = 1% )
savoir:

,__2Vie  lzxe : ®
=5 - y=(1t6)m

ete.

Enfin pour les huit autres modules, y aura la forme:
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A4 Be+ Cu?
“ I Bai Ca?

('es huit modules seront

oy

, (V1 i—cx'V;2V7£v)“
=== ) .
“Vizerhz2vze
Jai donné des développemens plus étendns sur cet objet dans un mé-
moire imprimé dans le cahier 4 dn tome III du journal de M. Crelle™).

Pent-étre*en aurez-vous déja connaissance.
Les tometions elliptiques jouissent d'une certaine propriété bien vemur-
quable et que je crois nouvelle.  Si Ton fait pour abréger:

dr=1+ J(1 —2%) (1 —c*z?),

/'IJ.__f da tT}.L‘_\/.’Lr @ J._j';czl/,w
= | Toev g P e Y= T
(1— ) L

On Al toujours:

oz, -+ oz, + - -+ oxr, =0,
@oky - Bowy+ - - FBox, = C+p,
oft g oest une quantité algébrique, ct

) - " fut+o@u._ta

si lon suppose les variables z,, w, ..., lides entre elles de manidre &
satisfuire & nne équation de la forme:

(faof — (pa) (1 —«)) (1 —c?z?) = A (2* —a)) (@’ —x}) . . . (¢ —=3);
Ju et g étant deux fonctions entidres quelconques de indélerminée x, mais
dont Tuue est paire, Vautre dmpaire. Cette propriété me parait dautant plus
remarquable qu'elle appartiendra & toute fonetion transcendante

1
1= [ L
J (1= %) de
en supposant (4x)® fouction entidre quelconque de z*. Jen 2i donné.la dé-

monstration dans un petit mémoire inséré dans le cahier 4 du tome III du
journal de M. Crelle™). Vous verrez que rien n'est plus simple que d’établir

*) P 1, p. 407 de cette cdition..
= T, I, p. 444 de cette ¢dition.
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cette propriété générale. Elle m'a été' fort utile dans mes recherches sur les
fonctions elliptiques. En effet jai fondé sur elle toute la théorie de ces
fonctions. Les circonstances ne me permettent point de publier un ouvrage
de quelque étendue que jai composé depuis peu, car ici je ne trouverai per-
sonne qui le fasse imprimer & ses frais. C’est pourquoi jen ai fait un ex-
trait, qui paraitra dans le journal de M. Crelle®). La premidre partie, dans
laquelle j’ai considéré les fonctions elliptiques en général, doit paraitre dans
e cahier prochain. Il me serait infiniment intéressant de savoir votre juge-
ment sur ma méthode. Je me suis surtout attaché & donner de la généralité
& mes recherches. Je ne sais si jal pu y réussir. La seconde partie qui
suivra incessament la premitre, traitera principalement des fonctions avec des
modules réels et moindres que l'unité. Clest surtout la fonction inverse de la
premidre espéce qui est Uobjet de mes recherches dans cette seconde partie.
Cette fonction, dont j’ai démontré quelques-unes des propriétés les plus sim-
ples dans mes recherches sur les fonctions elliptiques, est d’'un usage infini dans
la théorie des fonctions elliptiques en général. Elle facilite & un degr‘é in-
espéré la théorie de la transformation. Un premier essai sur cet objet est
contenu dans le mémoire inséré dans le No. 138 du journal de M. Schu-
macher™), mais actuellement je puis rendre cette théorie beaucoup plus simple.

La théorie des fonctions elliptiques m’a conduit & considérer deux nou-
velles fonctions qui jouissent de plusieurs propriétés remarquables. Si l'on fait

y=ux),

»
ou

iy (ly
=], vi=mi
Jo
A(x) sera la fonction inverse de la premitére esptece. J'ai trouvé qu'on peut
développer cette fonction de la manidre suivante:
l(m)_(l‘—i—AlmB—‘—Ag.,’l,':’—‘—.Ag{LJ—l-"'

_1+B2ﬁ?4+BSAT6—'—B4,Z8+..-,
ot le numérateur et le dénominateur sont des séries fowjours convergenles
quelles que soient les valeurs de la variable = et du module ¢, réelles ou
imaginaires. Les coefficiens 4,, 4,, ... B,, B, ... sont des fonctions en-
titres de ¢® Si l'on pose

*) T, L p. DIX de cette édition.
) T, I, p. 403 de cette édition.
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pr=x4 A, 2*+ 4, 2°4 .- -

jz=1+4 Byz*+ Byz®* -+ - - - »
ol @z et fx sont les deux fonctions en question, elles auront la propriété
exprimée par les denx équations:

¢z +y)-plz—y) =z fy) — (¢y-/2)';
fle+y.fla—y)=(fx fy) — 9z 9y),
x et y étant des quantités quelconques. On pourra représenter ces fonctions
de beaucoup de maniéres. Par exemple on a:

(/)(11 g) =Ae™* sinz(1—2cos2x . ¢*+¢*)(1-2cos 2z.¢*+ ¢*) (12 cos 2x.4°+¢") . .. ,
gle @)= e (o — ) (Lt ) (1 — o) (1= pe™) (1 —p'e™) ...
f(w ::):Br)"“(l — 2cos2z.¢+¢*)(1 —2cos2w.¢*+4% ...,

Sl &)=Be (1 —pe™) (1 —pe) (1 —pe™) (1 —pe®) ...,

on 4, A, B, B, a, a’ sont des quantités indépendantes de =z, g=e “
w
-5 [ @ . . .
p=c ° 3 9 et - enfin sont les fonctions complétes correspondantes aux

modules b= ;1'_——73 et c.

Outre les fouctions elliptiques, il y a deux autres branches de l'analyse
dont je me suis beaucoup occupé, savoir la théorie de lintégration des for-
mules différentielles algébriques et la théorie des équations. A Paide d’une
méthode particuliére j'ai trouvé beaucoup de résultats nouveaux, qui surtout
jouissent d’une trés grande généralité. Je suis parti du probléme suivant de
la théorie de lintégration:

“Etant proposé un nombre guelconque d’intégrales / ydx, ‘ f y,dx, f Y, dx
etc., ol y, ¥, 4 Yy, - - - Sont des fonctions algébriques queleconques de z, trouver
toutes les relations possibles entre elles qui soient exprimables par des fonc-
tions algébriques et logarithmiques”.

J'ai trouvé d’abord qu'une relation queleonque doit avoir la forme sui-
vante:

A/ydx+A1fyndz+Aﬁfy2dz+ T ':u—l_Bxlogvl_'_leogvs_'—' Tt
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oh 4, 4,, A,, ... B,, By, ...etc. sont des constantes, et u, v,, vy,
des fonctions algébriques de w. Ce théoréme facilite extrémement la solution
du probléme; mais le plus important est le suivant:

“Si une intégrale f ydr, ol y est i & x par une équation algélrique
queleconque, peut étre exprimée d'une manidre quelconque explicttement ou
implicitement & Vaide de fonctions algébriques et logarithmiques, on pourra
toujours supposer:

[ydz=u-+4,logv,+ A, logv,+ - - - 4 4,log v,,
od A,, 4,, ... sont des constantes, et wu, vy, vy, ... v, des fonclions ra-
tionnelles de x et y”.

»

P.ex. siy=-, , o » et R sont des fonctions rationnelles, on aura

VR
dans tous les cas ol j i%r est intégrable
“rde -+ VR + VE
T VR A 1o~(731.__ql__:) A 10-(2’-2“__‘12_,_)
]V,R PR 4 dog (s | dslog M |+

ot P, Py Pay ++ - Qs gy - - - sont des fonctions rationnelles de z.
Jai réduit de cette manidre au plus petit nombre possible les fonetions
transcendantes contenues dans l'expression:

rdz
w0
YR

ot 2 est une fonction entidre, et r une fonction rationnelle. J'ai découvert
de méme des propriétés générales de ces fonctions. Savoir:

Soient p,, p;, Pey -+ Pny des fonctions entidres quelconques d'une
quantité indéterminée 2, et regardons les coefficiens des puissances de x dans
ces fonctions comme des variables. Soient de méme o', ', a®, ... ™ les

racines de 'équation «” =1, m étant premier ou non, ct faisons:

1 2 m—1
S =po+atp,B" +a¥p,R" 4 ... o™ NER ",
Cela posé, en tormant le produit:
80818300 Sy =V,

V" sera comme vous voyez une fonction entitre de . Maintenant si lon
désigne par x,, w,, ...z, les racines de Téquation V=0, Ila founction
transcendante
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dax
w&‘:/ — rllt]
(r—a) Rn

A n . s .
ol <1, et a une qlmntlté quelconque, aura la propriete suivante :
m

wiz,) 4wz + - - - +y(z,)

' 1 - n ’ n 7 m—1)n ’
— (- L (log (s,)) F-a*log (s,) + e log (s5) + - + - F ™" log (' 1)),
R' m

(' étant une constante, et
’ ’ ’
) A P R
les valeurs que prendront respectivement les fonctions
R, Sqy Syy 0 v Spi1y
en éerivant simplement a au lieu de 2.
Rien n'est plus facile que la démonstration de ce théordme. Je la don-
neral dans un de mes mémoires prochains dans le journal de M. Crelle. Un
corollaire bien remarquable du théordme précédent est le suivant.

. . rdaz . .
8i Ton fait @(x)= [ —, ol r est une fonction quelconqne entitre de

3 =

c . n \ ;
x, dont le degré est moindre que y—1, ot » est le degré de ¢, la
m

fonetion @(x) est telle que

@) (@) | - - - - @(r,) = const.

Siopar exemple m=2, n=1, =4, on aura r=1, done
. d
w(x)—_—/V;i et @(z) 4 D@y - - - L o(,)=C.

("est le cas des founctions elliptiques de la premidre espece.

Les belles applications que vous avez données des fouctions elliptiques &
Iintégration des formules différentielles, m’ont engagé & considérer un pro-
Dléme trés général A cet égard, savoir:

Trouver s'il est possible d’exprimer une intégrale de la forme f ydr,
ot y est une fonction algébrique quelconque, par des fonetions :1‘lgél;rique.»',
logarithmiques et olliptiques de la manidre suivante:

/_z/d.r::ﬁmct. algéh. de (z, logv,, logw,, logw,, ... MMz, [z, Tz, .. ),
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Uys gy Vgy + .« 2y, 25, 25, ... étant des fonctions algébriques de z les plus
générales possibles, et /1,, IT,, IT;, ¢tc. désignant des fonctions elliptiques
quelconques en nombre fini. Jai fait le premier pas vers la solution de ce
probléme, en démontrant le théoréme suivant:

“S'il est possible d’exprimer /}/dac comme on vient de le dire, on pourra

toujours donner & son expression la forme suivante:

fydx:t—{-A. logt, Ay log ty - - - B IT(y2) 4 By [o(ys) + By Malys) + - - »
o #, tyy fay . UYyy Yy Ysy - - . sont toutes des fonctions raitonnelles de x
et y; mais en conservant A la fonction y toute sa généralit, j’ai été arrété
13 par des difficultés qui surpassent mes forces et que je ne vaincrai jamais.
Je me snis donc contenté de quelques cas particuliers, surtout de celui o y
est de la forme ;% , r et It étant deux fonctions. rationnelles queleconques

de z. Cela est déjad trds général. J'ai reconnu quon pourra mettre I'inté-

dax S
grale f :/—ﬁ sous cette forme:

‘P VRN |y ”+V

vE P Blpr—vE) T B VR)
< B () - By IT(y.) 4 B () + - - -
ol toutes les quantités ¥y,, s, ¥s, - . . p, P’y p”, . . . sont des fonctions ration-

nelles de la variable z”.

J’ai démontré ce théordme dans le mémoire sur les fonctions elliptiques
qui va étre imprimé dans le journal de M. Crelle*). Il m’a été extrémement
utile pour donmer la généralité la plus grande possible & la théorie de Ia
transformation. Ainsi j'ai non seulement comparé entre elles deux fonections,
mais un nombre quelconque de fonctions. Je suis conduit & ce résultat
remarquable:

Si l'on a entre un nombre quelconque de fonctions elliptiques des trois
espéces avec les modules ¢, ¢, ¢”, ¢, ... une relation quelconque de la
forme:

Alle+ Az, + A"z, + A" Tz, -+ - -« + AP Tz, =0,

*) T. I, p. H1R de cette édition,
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olt &y, &£y, Ly, ..., sont des variubles lides entre elles par un nombre
quelconque d’équations algébriques, et » une expression algébrique et logarith-
mique: les modules ¢, ¢, ¢”, ... doivent étre tels qu'on puisse satisfaire
aux équations:

dr da’

- - § me—mmin e _ 0’

VT2 (T =¥ ) V(I —2?) (1 — %)
en mettant pour @', «”, x’’, ... des fonctions rationnelles de x; o, a”, . ..
étant des constantes. Ce théordme réduit la théorie générale des fonctions

N

elliptiques & celle de la transformation d'une fonction en une autre.

”

Ne soyez pas fiché, Monsieur, que j'aie osé vous présenter encore une
fois quelques-unes de imes déconvertes. Si vous me permettez de vous éerire,
je désirerais bien vous en communiquer un bon nombre d’antres, tant sur les
fonctions elliptiques et les fonctions plus générales, que sur la théorie des
équations algébriques. J'ai été assex heureux pour trouver une régle stire &
l'aide de laquelle on pourra reconnaitre si une équation quelconque proposée
est résoluble & T'aide de radicauzr ou non. Un corolluire de ma théorie fait
voir que généralement il est 2mpossible de résoudre les équations supérieures
au quatritme degré.

Agréez etc.

Christiania, le 25 novembre 1828.

Il me tarde beaucoup de connaitre P'ouvrage de M. Jacobr. TI doit 'y
trouver des choses merveilleuses. Certainement M. Jacod? va pertectionner
& un degré inespéré non seulement la théorie des fonctions elliptiques, mais
encore les mathématiques en général. Je l'estime on ne peut plus.



